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The study examines the possibility of applying electrical circuit analysis methods to the mathematical description 
of marine mechanical systems. It is shown that marine mechanical systems constitute key components of marine 
power plants and electric drive systems and are characterized by significant structural diversity and complexity due 
to the presence of elastic bonds and vibration damping. It is demonstrated that the computational schemes of mechanical 
systems can be represented in the form of chain operator circuits that are structurally analogous to electrical circuits 
and consist of mechanical impedances and admittances. Equations describing the dynamics of mechanical systems 
in terms of these impedances and admittances are derived. In such circuit representations, angular velocities of rotating 
masses play the role of currents, while torques acting in elastic bonds correspond to voltages. It is established that 
representing mechanical systems as chain mechanical circuits enables the use of calculation methods well known from 
electrical circuit theory for their mathematical description. Loop and nodal equations of mechanical systems are obtained 
and analyzed using the example of a three-mass mechanical system. The possibility of applying the equivalent generator 
method to derive analytical relationships for an arbitrary rotating mass and an elastic bond is considered. Examples 
of the application of this method to two-mass and three-mass mechanical systems are presented. It is noted that the two-
mass mechanical system is a widely used model in the analysis of mechanical system dynamics, and various forms of its 
mathematical representation that are of practical importance are obtained. The frequency-domain analysis of a two-
mass mechanical system based on the derived mathematical description is also discussed.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СУДОВЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С УПРУГИМИ СВЯЗЯМИ

А. В. Саушев, В. В. Гаврилов, В. Л. Ерофеев

ФГБОУ ВО «ГУМРФ имени адмирала С.О. Макарова», 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Темой исследования является рассмотрение возможности использования методов анализа элек-
трических цепей применительно к судовым механическим системам. Показано, что судовые механические 
системы являются важнейшими элементами судовых энергетических установок и электроприводов. От-
мечается, что судовые механические системы характеризуются большим разнообразием и сложностью 
построения, обусловленной наличием упругих связей и демпфированием колебаний. Продемонстрировано, 
что расчетные схемы механических систем могут быть представлены в виде цепных операторных схем, 
которые аналогичны по своей структуре электрическим цепям и состоят из механических сопротивлений 
и проводимостей. Получены уравнения, описывающие динамику механических систем в терминах механи-
ческих сопротивлений и проводимостей. Показано, что роль токов в таких цепных схемах играют угловые 
скорости вращающихся масс, а роль напряжений играют моменты в упругих связях. Установлено, что пред-
ставление механических систем в виде цепных механических схем позволяет для их математического описа-
ния использовать известные из теории электрических цепей методы расчета. Получены контурные и узловые 
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уравнения механических систем, которые рассмотрены на примере трехмассовой механической системы. 
Рассмотрена возможность применения метода эквивалентного генератора для получения формульных зави-
симостей применительно к одной произвольной вращающейся массе и упругой связи. Рассмотрены примеры 
применения этого метода для двухмассовой и трехмассовой механических систем. Отмечается, что двух-
массовая механическая система является широко распространенной моделью при исследовании динамики 
механических систем. Получены различные формы математических моделей двухмассовой механической 
системы, которые находят широкое практическое применение. Рассмотрен анализ двухмассовой механиче-
ской системы частотным методом на основе полученного математического описания.

Ключевые слова: судовая энергетическая система, судовой электропривод, математическое описа-
ние, механическая система, контурные уравнения, узловые уравнения, метод эквивалентного генератора, 
расчетная схема, упругие элементы, матрица.
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Введение (Introduction)
Объектом исследования в работе являются разнообразные по своему функциональному на-

значению судовые механические системы (МС), которые в своем большинстве составляют основу 
судовых энергетических установок и электроприводов. Судовые МС включают элементы, связанные 
с двигателями, передачами, трубопроводами и системами управления. В составе судовых энергети-
ческих установок эти системы предназначены для обеспечения движения судна с заданной скоро-
стью, а также для снабжения энергией различных механизмов, систем и устройств. В составе элек-
троприводов они обеспечивают приведение в движение исполнительного органа рабочей машины 
и управление этим движением. В большинстве МС являются многомассовыми, поскольку содержат 
элементы с упругими связями, которые создают демпфирующие моменты вязкого трения. К таким 
элементам, например, относятся муфты, амортизаторы, пружины, валы, пневмоэлементы.

МС судовых установок весьма многообразны и выполняют различные функции. Их исследо-
ванию посвящены многие работы [1–4]. Анализ показал [5, 6], что процессы, протекающие в МС, 
являются сложными и многофакторными. Большое место в исследованиях судовых МС занимают 
вопросы их анализа и синтеза [4, 7, 8]. В последнее десятилетие повышенный интерес наметился 
в вопросах оценки надежности, включая техническое диагностирование [9–11]. Для решения рас-
смотренных задач необходимо наличие математических моделей МС [12–17]. При составлении 
математического описания МС удобно рассматривать эти системы по аналогии с электрическими 
системами в виде цепных схем, состоящих из активных и пассивных элементов [18–21].

Целью статьи является математическое описание многомассовых механических систем су-
довых установок методом электрической аналогии, что позволяет использовать хорошо разрабо-
танные методы анализа электрических цепей.

Методы и материалы (Methods And Materials)
При математическом описании судовых механических систем методом электрической ана-

логии необходимо выделить элементы расчетных схем и их параметры. При этом следует раз-
личать активные и пассивные элементы. Активные элементы — это источники, которые вносят 
энергию в физическую систему. В электрических системах это источники ЭДС и источники токов, 
в механических системах –источники силы и источники линейной скорости для поступательного 
движения, источники момента и источники угловой скорости для вращательного движения. Ис-
точник силы (момента) — это приложенная к системе заданная внешняя сила (момент), источник 
скорости — заданная линейная (угловая) скорость тела. Пассивные элементы — это элементы, 
которые либо накапливают энергию, либо отводят ее из системы. В электрических системах это 
резисторы, индуктивности и конденсаторы, в механических системах — массы, пружины и меха-
нические сопротивления.
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Во вращающихся и поступательно движущихся МС параметрами являются: масса, момент 
инерции, коэффициент жесткости и коэффициент демпфирования. Масса характеризует элемент, 
обладающий инерцией. Этот пассивный элемент накапливает кинетическую энергию движения 
и обозначается как m, кг. Момент инерции характеризует кинетическую энергию при вращении 
и обозначается как J, кг · м2. 

Коэффициент жесткости характеризует свойство упругости пружины, вращающихся ва-
лов, канатов и т. п. Этот пассивный элемент накапливает потенциальную энергию и обозначается 
как с. При этом его размерность зависит от вида источника силы, например, для сил кручения — 
H · м/рад. Величина, обратная жесткости, e = 1/c, называется податливостью. Коэффициент демп-
фирования характеризует свойства устройств, которые определяют вязкое трение, преобразуя 
кинетическую энергию в тепло, и обозначается как β, H · с/рад. В зависимости от вида трения ко-
эффициент демпфирования может иметь и другие названия, например, коэффициент внутреннего 
вязкого трения.

Рассмотрим общий случай математического описания многомассовой МС, содержащей 
упругие звенья и элементы, создающие демпфирующие моменты вязкого трения [20]. Пусть все 
вращающиеся массы соединены последовательно с помощью промежуточных упругих элементов, 
при этом расчетная схема МС будет иметь вид рис. 1.

Рис. 1. Полная расчетная схема судовой механической системы

Общее число вращающихся масс равно n, число упругих элементов — n–1. Рассмотрим одно 
произвольное звено данной системы. На массу с моментом инерции Jk действуют следующие мо-
менты: 

1)	потенциальные (активные, упругие, консервативные) моменты:
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При неизменном моменте инерции (J = const)
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Запишем уравнение движения для k-й вращающейся массы:
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На основании [20, 21] введем в рассмотрение механическое сопротивление k-й вращающейся 
массы: Zk k k( ) ,p J p� ��  и механические сопротивления упругих связей, связанных с этой массой:
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Изменяя k от 1 до n, получим общую систему уравнений в терминах механических сопро-
тивлений:
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Учитывая, что
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где M M M Mk k n n1 2 2 3 1 1, , , ,
, , , , , - -  — моменты в упругих связях, учитывающие трение (демпфи-

рование).
Систему уравнений (1) можно записать в следующем виде:

	

M M Z

M M Z

M M Z

M

k k k k k k

n n

� �

� �

� �� �

�

12 1 1

12 23 2 2

1 1

1







�

�

�

;

;

...

;

...

, ,

,
�� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
� M Zn nc

 � .

	 (2)

На основании формул (1), (2) и понятия механической проводимости [20] составим структур-
ную схему МС (рис. 2).

Рис. 2. Структурная схема n-массовой механической системы
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Анализ рис. 2 показывает, что МС содержит внутренние перекрестные обратные связи по ско-
рости и упругому моменту и является в структурном отношении сложной системой. Используя по-
нятия механического сопротивления и механической проводимости, расчетную схему МС можно 
в общем случае представить в виде лестничной или цепной механической схемы (рис. 3).

Рис. 3. Цепная механическая схема n-массовой механической системы

В этой схеме входные воздействия M и Mc (в общем случае M(P) и Mc(P)) являются источни-
ками моментов, а элементы — операторными механическими сопротивлениями. При моделирова-
нии на компьютере запись исходных уравнений должна быть строго формализована. Рассмотрим 
возможные формы записи уравнений МС. Для этой цели воспользуемся аналогией с электриче-
скими цепями и известными из этой теории методами. При этом роль токов в МС будут играть 
угловые скорости, а роль напряжений моменты.

Результаты (Results)
Известные методы анализа электрических цепей позволяют применить их также для ма-

тематического описания МС. При этом наиболее практически привлекательным в зависимости 
от вида цепной схемы МС и поставленной задачи является использование методов контурного 
тока, узловых потенциалов и эквивалентного генератора.

Контурные уравнения. Перепишем уравнения (1), приводя все слагаемые к одноименным 
угловым скоростям. В результате получим:
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Запишем эти уравнения в матричной форме, удобной для вычисления на компьютере. В ре-
зультате получим:
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В краткой форме записи система примет вид
Z Mωω = .
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Здесь Z  — матрица коэффициентов (механических сопротивлений); ω — матрица-столбец неиз-
вестных угловых скоростей; M — матрица-столбец внешних воздействий, т. е. моментов, прило-
женных к механической системе.

Записанные уравнения будем называть контурными уравнениями судовых МС. Этими урав-
нениями удобно пользоваться, когда неизвестными являются угловые скорости вращающихся 
масс. При этом решение записывается в следующем виде:

	 �� = Z M�1
,	 (5)

где Z-1  — матрица, обратная матрице механических сопротивлений.
Угловые скорости � � � �

1 2
, , , , ,� �k n  можно условно считать контурными скоростями. 

В механической системе угловая скорость упругого элемента (угловая скорость ветвей с упругими 
проводимостями) определяется как разность двух контурных угловых скоростей.

Матрица контурных сопротивлений Z  — это квадратная трехдиагональная матрица раз-
мером n×n. По главной диагонали расположены собственные контурные механические сопротив-
ления, равные сумме всех комплексных механических сопротивлений ветвей, которые образуют 
контур, т. е. сумму механического сопротивления инерционной массы и двух упругих элемен-
тов, примыкающих к ней. Например, для k-й массы получим сумму, расположенную в k-й строке: 
   Z Z Z Zk

k k k k k
� �

� �� � �
1 1, ,

.  По косым рядам, примыкающим к главной диагонали, находятся взаим-
ные комплексные механические сопротивления контуров, взятые с обратным знаком, т. е. механи-
ческие сопротивления упругих элементов, входящие в два смежных контура. Матрица контурных 
сопротивлений Z  симметрична, она не изменяется при замене строк столбцами. Таким образом, 
уравнения (3)–(5) аналогичны по форме уравнениям, которые составляют для расчета электриче-
ских цепей методом контурных токов.

Рассмотрим трехмассовую МС, расчетная цепная схема которой приведена на рис. 4. Для про-
стоты будем пренебрегать потерями энергии и считать систему консервативной.

Рис. 4. Расчетная цепная схема механической системы 
для составлени контурных уравнений 

Для рассматриваемого случая: Z J P
1 1
= ;  Z J P

2 2
= ;  Z J P

3 3
= ;  Z c p

12 12
= / ;  Z c p

23 23
= / .

По аналогии с методом контурных токов или на основании системы уравнений (3) можно 
записать:

	

  

    

Z Z Z M

Z Z Z Z Z

1 12 1 12 2

12 1 12 2 23 2 23 3
0

�� � � �

� � � �� � � �

�

� �

� � �

;

;

  Z Z Z M
23 2 23 3 3
� �� �� � � �

�

�
��

�
�
� c

.

	 (6)

Матричное уравнение примет вид:

	

  

    

  

Z Z Z
Z Z Z Z Z

Z Z Z

1 12 12

12 12 2 23 23

23 23 3

0

0

� �
� � � �

� �

�

�

�
�
�

�

�

��
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
�

1

2

3

0

M

M
c

. 	 (7)
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Для краткости записи можно использовать понятия собственных механических сопротивле-
ний контуров. При этом

  Z Z Z1

1 12

� � � � ;     Z Z Z Z2

12 2 23

� � � � � ;    Z Z Z3

23 3

� � � � .

Если число вращающихся масс невелико, то возможно аналитическое решение уравнения 
в виде передаточной функции или частотной характеристики. В противном случае решить это 
уравнение можно только численными методами на компьютере. Например, при использовании ча-
стотного метода все механические сопротивления заменой p = jω следует перевести в частотную 
область и решать уравнения при конкретном значении частоты ω.

Иногда представляют интерес не угловые скорости, а угловые перемещения соответству-
ющих вращающихся масс. Так как � � ��� �d dt p  где φ — угол поворота, уравнение можно за-
писать в виде

p Z M= .

В это уравнение входит производная от операторного механического сопротивления. 
При этом оператор дифференцирования действует на каждый элемент матрицы Z .

Раскроем значение сопротивлений, перейдя к физическим параметрам системы:

p Z Z J p c 

1 12 1

2

12
�� � � � ;  pZ c

12 12
= ;  p Z Z Z c J p c  

12 2 23 12 2

2

23
� �� � � � � ;  

pZ c

23 23
= ; p Z Z J p c 

3 23 3

2

23
�� � � � .

Окончательно получим

	
J p c c

c c J p c c
c c J p

1

2

12 12

12 12 2

2

23 23

23 23 3

2

1

2

� �
� � � �

� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
��

3

0

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

M

M
c

. 	 (8)

Если известны угловые скорости или угловые перемещения, то можно найти упругие мо-
менты.

	

M Z

M Z

M Zn n n n n n

12 12 1 2

23 23 1 2

1 1 1

� �� �
� �� �

� �� �� � �







� �

� �

� �

;

;

...

, ,
..

�

�

�
�

�

�
�

	 (9)

В матричной форме записи:

	

M
M

M

Z Z
Z Z

Z Z
n n

n n n

12

23

1

12 12

23 23

1

�

� �
� �

�
� ��

�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�
�

�

�
,

, ��

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1

1

2

,

.

n
n

�
�

�
�

	 (10)

Контурные уравнения МС следует использовать в том случае, когда неизвестными являются 
угловые скорости или угловые перемещения вращающихся масс.

Можно составить систему уравнений таким образом, чтобы сразу определить упругие мо-
менты. Такие уравнения называют узловыми уравнениями.

Узловые уравнения. Моменты в упругой связи определяются выражениями вида

M Z M Z M Zk k k k k k n n n12 12 1 2 1 1 1 1
� �� � � �� � �� � � � �
� … � … �� � � �, , , ,

, , ,   11 1,
.

 n n n� �� �� �
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Можно записать следующую систему уравнений:

	

� �

� �

� �

1 2 12 12

2 3 23 23

1 1

� �

� �

�� � �� �

�
�

�
�

Y M

Y M

Yk k k

;

;

,

             

kk k k

n n n n n n

M

Y M

�

� � �� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

1

1 1 1

,

, ,

;

.

             �
�� �

	 (11)

Выражая угловые скорости вращающихся масс из системы уравнений (11), получим новую 
систему уравнений:

	

�

�

�

1 1 1 12

2 2 12 2 23

1 1

� �

� �

�� �

� �
� �

�
�

YM YM

Y M Y M

Y Mk k k

;

;

             

�� � � �

� �

�

� �

2 1 1 1

1 1

, ,

, ,

;

;

k k k k

k k k k k k k

Y M

Y M Y M

�

� �

�
�

�

             

nn n n n nY M Y M� �

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

�
� �

1,
.

c

	 (12)

Подставим полученные значения угловых скоростей в исходную систему уравнений. После 
приведения подобных членов получим:

	

� � � � �

� � � � �

Y Y Y M Y M YM

Y M Y Y Y M Y

1 12 2 12 2 23 1

2 12 2 23 3 23

� �� � � �

� � � �� � �

;

33 34

1 2 1 1

0M

Y M Yk k k k

�

� � �� � � �

;

,

                            �
� �YY Y M Y Mk k k k k k k k� � ��� � � �

1 1 1
0

, , ,
;� �

                             �
� � � � �Y M Y Y Y M Y Mn n n n n n n n n n� � � � � �� � �� � � �

�

�

�
�
�
��

1 2 1 1 1 1, , ,
.

c��

�
�
�
�
�

	 (13)

Система уравнений (13) имеет полную аналогию с системой уравнений, которую составля-
ют для расчета электрических цепей методом узловых потенциалов.

Запишем систему уравнений в матричной форме, удобной для расчетов на компьютере. 
Для кратности записи по аналогии с методом узловых потенциалов воспользуемся понятием узло-
вых механических проводимостей, равных сумме проводимостей ветвей, сходящихся в узле:

   Y Y Y Y1

1 12 2

� � � � � ,     Y Y Y Y2

2 23 3

� � � � � , …,    Y Y Y Yn
n n n n

� �
� �� � �

1 1,
;

	

� �

� � �

�
� �

Y Y

Y Y Y

Y Yn
n

1

2

2

2

3

1

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

� �

� �

�
� �

�

� �

�

�

�

�
�
�
�
�

�

��

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

�

�
�
�
�
��

M
M

M

YM

Y Mn n n

12

23

1

1

0

... ...

,

�

�
c

��

�

�
�
�
�
�

. 	 (14)

В краткой форме записи система уравнений (14) примет вид
YMy = µµ.

Здесь Y  — матрица коэффициентов (механических проводимостей); My — матрица-столбец неиз-
вестных моментов в упругих связях, включая упругие моменты и моменты сил трения; μ — мат-
рица-столбец, определяемая внешними воздействиями, т. е. моментами, приложенными к МС. 
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Полученные уравнения будем называть узловыми уравнениями МС. Ими удобно пользоваться, 
когда неизвестными являются моменты в упругих связях. Решение записывается в следующем виде:

M Yy =  �1��,

где Y-1  — матрица обратная матрице узловых проводимостей.
Система узловых уравнений содержит не n уравнений, как система контурных уравнений, 

а (n–1) уравнение. При малом числе вращающихся масс это имеет большое значение, поскольку 
позволяет аналитическое решение. В отличие от матрицы Z  элементы матрицы Y  не изменяют-
ся при любом числе вращающихся масс, меняется только их количество. Матрица механических 
проводимостей Y  имеет такой же вид, как и матрица механических сопротивлений. Отличие за-
ключается только в первой и последней строке.

Уравнения (13) составляются аналогично составлению уравнений для расчета электриче-
ских цепей методом узловых потенциалов.

Для рассматриваемого случая запишем выражения для механических проводимостей:





Y
Z J p

J p
1

1 1

1

11 1
� � � � �� ;  Y J p

2 2

1� � �� ;  Y J p
3 3

1� � �� .

Расчетная цепная схема будет иметь вид, аналогичный рис. 4.

Рис. 5. Расчетная цепная схема механическойсистемы 
 для составлени узловых уравнений 

По аналогии с методом узловых потенциалов и системой уравнений (13) можно записать:

	
  

  

Y M Y M YM

Y M Y M Y M

1

12 2 23 1

2 12

2

23 3

� �

� �

� �

� � � �

�
�
�

��

;

.
c

 	  (15)

Матричное уравнение примет вид:

	
 

 





Y Y

Y Y

M
M

YM

Y M

1

2

2

2

12

23

1

3

� �

� �

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�c

, 	 (16)

где    Y Y Y Y1

1 12 2

� � � � � ;     Y Y Y Y2

2 23 3

� � � � � .

Квадратная матрица второго порядка легко обращается. Запишем решение полученной си-
стемы уравнений:

	
M
M D

Y Y

Y Y

YM

Y M
12

23

2

2

2

1

1

3

1�

�
�

�

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

� �

� �

 

 





c

;  D Y Y Y� �� � � �1 2

2

2
, 	 (17)

где D YY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y� � � � �� � � �� � �             

1 2 2 3 3 1 12 2 3 23 1 2 12 2
..

В развернутом виде:

	 M Y Y
D

M Y Y
D
M

12

2

1 2 3� �
� �
   

c
;  M

YY
D
M Y Y

D
M

23

1 2

1

3� �
� �

  

c
. 	 (18)
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Если известны упругие моменты, то по полученным уравнениям можно найти угловые ско-
рости вращающихся масс. Например, для первой вращающейся массы получим

	 ��

� �
� � � �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�

�





  

   

YM YM Y M Y Y
D

Y Y
D
M

1 1 12 1

2

1 2 31
c

. 	 (19)

Узловые уравнения следует использовать для математического описания МС, когда известны 
узловые проводимости, а число узлов расчетной схемы меньше числа ее независимых контуров.

Расчет угловых скоростей и моментов методом эквивалентного генератора. Аналогия 
с электрическими цепями позволяет использовать для математического описания цепных МС все 
известные методы теоретической электротехники. В том случае, если требуется определить угло-
вую скорость лишь одной вращающейся массы или момент лишь в одной упругой механической 
связи целесообразно воспользоваться методом эквивалентного генератора. 

По отношению к рассчитываемой ветви механической цепной схемы внешний двухполюс-
ник при расчете может быть заменен эквивалентным генератором, с моментом (для электриче-
ских цепей с напряжением холостого хода) на зажимах этой ветви, а внутреннее сопротивление 
равно входному сопротивлению двухполюсника. Мысленно заключим всю схему, кроме рас-
считываемой ветви, в прямоугольник. Эта часть схемы и будет эквивалентным генератором. 
При расчете исследуемая ветвь с механическим сопротивлением удаляется из схемы. Узлы, 
к которым она присоединялась, обозначают буквами или цифрами, например, «1» и «2», как по-
казано на рис. 5. Оставшаяся часть схемы и будет представлять собой эквивалентный генера-
тор с эквивалентным моментом (ЭДС — для электрических цепей) и сопротивлением. Чтобы 
определить искомую угловую скорость (ток для электрических цепей) нужно рассчитать эти 
два параметра. При расчете эквивалентного сопротивления источники моментов принимаются 
равными нулю («закорачиваются»).

Рассмотрим расчетную цепную схему, представленную на рис. 4. Пусть требуется опре-
делить угловую скорость ω2(p). Для решения этой задачи удалим из схемы сопротивление Z2  
(см. рис. 4) или, что то же, проводимость Y2  (см. рис. 5) между узлами «1» и «2». Эквивалентное 
сопротивление (сопротивление генератора) определится выражением

	
3 231 12

э
1 12 3 23

.Z ZZ ZZ
Z Z Z Z

� �
� � 	 (20)

Эквивалентный момент генератора 

	 23 c12
э 1 2

1 12 3 23
.Z MZ MM M M

Z Z Z Z
� � � �

� � 	 (21)

Окончательно получим 

	 э
2

э 2

( )( ) .
( ) ( )
M pp

Z p Z p
� �

�
	 (22)

В этой формуле все переменные и параметры являются операторными величинами.
Рассмотрим двухмассовую МС, которая находит самое широкое применение при исследова-

нии динамических свойств судовых МС. Используя понятия механических сопротивлений, система 
уравнений в данном случае записывается в виде [18]:

	
M Z Z

Z M Zc

� �� � �
�� � � �

�
�
�

��

 

 

12 1 2 1 1

12 1 2 2 2

� � �

� � �

;

,
	 (23)

где Z J p
1 1 1
� �� ;  Z J p

2 2 2
� �� ;  Z c

p12

12

12
� �� ;  M Z

12 12 1 2
� �� � � � .
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Системе уравнений (23) соответствуют цепная механическая схема, приведенная на рис. 6.

Рис. 6. Расчетная цепная схема механической системы

Если требуется определить только момент в упругой связи, то также можно воспользоваться 
идеей метода эквивалентного генератора. Для этого определим гипотетическую угловую скорость 
ω12 и умножив ее на сопротивление Z12

,  получим искомое выражение для момента:

M Z
12 12 12
� � ;  э

12
э 12

;M
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� �
�

 1 2

э

1 2

;
Z ZZ
Z Z

�
�

 1 c
э

1 3

( ) .Z M MM M
Z Z

�
� �

�

Запишем уравнения двухмассовой МС относительно физических параметров системы, 
для простоты, считая, что диссипация энергии в МС отсутствует (β1 = 0, β2 = 0, β12 = 0) и разрешая 
уравнения относительно угловых скоростей, получим:
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c

	 (24)

Введя обозначения: �0 12 1 2 1 2
� �� �c J J J J  — резонансная частота колебаний; �

01 12 1
� c J  — 

резонансная частота колебаний первой массы при жесткой заделке второй массы, т. е. при J
2
��;  

�
02 12 2
� c J  — резонансная частота колебаний второй массы при жесткой заделке первой массы, 

т. е. при J1 �� , и подставляя их в систему уравнений (24), получим:
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	 (25)

Данная система уравнений удобна для анализа МС методами теории автоматического управ-
ления, в частности частотным методом. Выполним анализ МС на примере двухмассовой МС. Суть 
его заключается в переходе путем замены p = jω в частотную область и построении частотных 
характеристик исследуемой передаточной характеристики МС.

Выполнив в системе уравнений (25) замену p = jω, получим:
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Рассмотрим в качестве примера частотные характеристики второй массы. Отношение гар-
монических колебаний скорости второй массы к гармоническим изменениям момента сил сопро-
тивления называют собственной проводимостью или амплитудно-частотной характеристикой 
по моменту сопротивления:

A Y j
j

M j J22 22

2

2

01

2 2

0

2 2

1
( ) .� �

� �

� �
� �
� �

� � � �
� �
� �

�
�
�



c

График этой функции представлен на рис. 7, а. При этом частоту ω меняем от 0 до ∞. Час-
тотная характеристика имеет нуль при ω = ω01. При этой частоте комплексная механическая про-
водимость МС равна нулю. Этот случай можно рассматривать как точку резонанса скорости. Это 
суждение вытекает из аналогии с электрическими цепями, в которых резонанс тока наступает 
при нулевой проводимости цепи. 

	 а)	 б)

Рис. 7. Частотные характеристики второй массы двухмассовой системы:
а — без учета демпфирования колебаний; б — с учетом демпфирования

Резонанс скорости возникает из-за влияния массы J1 на скорость массы J2. При частоте 
ω = ω0 частотная характеристика имеет полюс. Комплексная механическая проводимость равна 
бесконечности, а сопротивление — нулю. Эта точка соответствует резонанса момента или силы. 
Резонанс момента определяется совместным влиянием динамических параметров всей МС.

Рассмотрим взаимную проводимость или амплитудно-частотную характеристику второй 
массы по управляющему моменту 
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  	 (27)

Эта функция не имеет нулей, единственный полюс соответствует резонансной частоте ω = ω0 
(рис. 7, б).

Частотные характеристики первой массы аналогичны. В этом случае только моменты М и Mc 
меняются местами. При наличии трения, которое в малой степени демпфирует механическую ха-
рактеристику, частотные характеристики сохраняют свой вид, однако в точках резонанса механи-
ческая проводимость принимает значения, отличные от нуля и бесконечности.

Анализ динамических свойств МС в этом случае следует вести по уточненным формулам, 
которые получаются из системы уравнений (23) путем подстановки вместо механического сопро-
тивления Z1 , Z2  и Z

12
 их значений с учетом коэффициента демпфирования. Например, для рас-

сматриваемых передаточных функций, АЧХ примут вид:
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	 (29)

В формулах (28)–(29) не учитываются произведения коэффициентов демпфирования 
β1β12 и β2β12  как величины бесконечно малые по отношению к другим слагаемым.

Более подробно анализ двухмассовой МС для электропривода без учета демпфирования рас-
смотрен в учебнике (Ключев В. И. Теория электропривода: учебник для вузов. М: Энергоатомиз-
дат, 2001. 696 c.).

Заключение (Conclusion)
Проведенное исследование показывает, что механические системы судовых энергетиче-

ских установок и электроприводов в своем большинстве являются сложными многомассовыми 
системами с упругими связями. Для решения разнообразных задач анализа и синтеза этих си-
стем, включая задачи оценки надежности и технической эксплуатации необходимы математиче-
ские модели, которые в полной мере должны учитывать свойства этих систем. Анализ показал, 
что для получения таких моделей могут быть применены известные методы анализа электри-
ческих цепей. Для использования этих методов МС следует представить в виде механических 
цепных схем, в которых роль токов играют угловые скорости вращающихся масс, а роль напря-
жений — упругие моменты. При этом пассивными параметрами схем являются операторные ме-
ханические сопротивления и проводимости. Получены и рассмотрены на примерах контурные 
и узловые уравнения МС, а также рассмотрен метод эквивалентного генератора, позволяющий 
определять угловую скорость одной, конкретной вращающейся массы или момент в упругой 
связи. Метод эквивалентного генератора рассмотрен на примерах трехмассовой и двухмассо-
вой  МС. Для двухмассовой МС получены возможные формы представления математических 
моделей и выполнен ее анализ частотным методом при наличии и отсутствии демпфирования 
упругих колебаний в системе.

Рассмотренный в данной статье метод электрической аналогии может быть использован 
для описания разветвленных механических систем [19]. Работы в этом направлении являются 
предметом дальнейших исследований сложных судовых механических систем.
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