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MATHEMATICAL MODEL OF THE VESSEL MOTION  
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The problem of transport services to points with an unequipped coast, a significant part of which is located 
on the coast of the Arctic seas and the Far East, continues to remain relevant for decades. Unlike the usual practice 
of cargo operations at berths and roadsteads, in conditions of an unequipped shore, unloading and loading often 
have to be carried out when the ship touches the ground, and damage to the hull occurs. Sometimes in an emergency, 
to save the crew and the ship, it is necessary to force the ship to ground. As a result, a system for preliminary 
assessment of contact conditions during partial running aground is necessary. To achieve this, a mathematical 
model for the rigid hull of a ship running aground, where the ground penetration is small compared to the elevation 
of the bow, is presented in the paper. The ship is considered as an elastic beam. It is shown that the first contact 
between the bow and the ground leads to a high peak load. The vessel then slides partially up the slope, wherein 
inertial forces in the approximation are considered small compared to ground reaction forces and hydrostatic 
forces. In addition to force effects, the dynamic characteristics of the sagging body design are taken into account. 
The resulting solution to the system of nonlinear ordinary differential equations describing the vessel movement 
when running aground includes longitudinal, vertical and inclined components. The proposed solution will make 
it possible to calculate the contact forces arising at the moment of contact of the hull with the ground, taking into 
account the shock load and the design features of the vessel.
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УДК 656.61

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ СУДНА 
ПРИ ПРЕДУСМОТРЕННОЙ ПОСАДКЕ НА МЕЛЬ

Г. В. Марьясов, Г. Н. Шарлай

Морской государственный университет имени адмирала Г. И. Невельского,
г. Владивосток, Российская Федерация

Темой исследования является анализ проблемы транспортного обслуживания пунктов с необору-
дованным берегом, расположенных в большинстве на побережье арктических морей и Дальнего Востока,  
которая является актуальной на протяжении нескольких десятилетий. Отмечается, что в отличие 
от обычной практики грузовых операций у причалов и на рейде в условиях необорудованного берега по-
грузка / выгрузка зачастую осуществляется в условиях касания судном грунта, при этом имеет место 
повреждение корпуса судна, а иногда в аварийной ситуации для спасения экипажа и судна необходима 
принудительная посадка судна на мель. Отмечается, что вследствие этого необходимо наличие системы 
предварительной оценки контактных условий при частичной посадке судна на грунт. В статье представ-
лена математическая модель для жесткого корпуса судна, садящегося на мель, при этом проникновение 
в грунт малό по сравнению с возвышением носовой части (судно рассматривается как упругий брус). По-
казано, что первый контакт между носовой частью судна и грунтом приводит к высокому пику нагрузок, 
затем судно продолжает частичное скольжение вверх по уклону. При этом силы инерции в качестве ап-
проксимации рассматриваются как малые по сравнению с силами реакции грунта и гидростатическими  
силами. Помимо силовых воздействий учтены динамические характеристики конструкции прогибаю-
щегося корпуса. Полученное решение системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
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описывающих движение судна при посадке на мель, включает продольную, вертикальную и наклонную со-
ставляющие. Предложенное решение позволит рассчитать контактные усилия, возникающие в момент 
соприкосновения корпуса с грунтом, с учетом ударной нагрузки и особенностей конструкции судна.

Ключевые слова: необорудованный берег, касание грунта, математическая модель, ударная нагрузка, 
гидродинамические силы, грузовые операции, динамика судна.
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Введение (Introduction)
Обычной практикой в некоторых портах является выполнение грузовых операций на необо-

рудованный берег при посадке судна на мель [1], но иногда в аварийной ситуации осуществляется 
принудительная посадка судна на мель для его спасения и, как следствие, для спасения членов его 
экипажа и пассажиров [2]. Таким образом, возникает потенциальная опасность того, что конструк-
тивная прочность судна окажется недостаточной и будут получены повреждения, поскольку судно 
испытывает нагрузки, отличные от тех, которые действуют на плаву [3]–[6]. Российский морской 
регистр судоходства разработал нормативно- методические требования к судам, эксплуатация ко-
торых предусматривает посадку на грунт1. На основе этих требований разработаны рекоменда-
ции по усилению конструкций днища и защите корпуса [7], [8]. Для того чтобы все участники 
грузовых операций при посадке судна на грунт имели представление о разумно  обоснованной 
риск-ориентированной оценке планирования и выполнения таких операций, необходима матема-
тическая модель планируемой посадки судна на мель.

Посадка судна на грунт происходит на мелководье [4]. Поэтому силы гидродинамического дав-
ления на корпус судна играют важную роль, особенно в начальной фазе посадки на грунт. Для того, 
чтобысмоделировать эти силы, нужна надежная математическая модель. При гидродинамическом 
анализе мореходных качеств судов традиционно используются присоединенные массы и демпфиру-
ющие силы [9]. Из-за наличия свободной водной поверхности движение судна приводит к появле-
нию поверхностных волн. Вследствие этого даже после остановки судна силы гидродинамического 
давления, вызванные ранее созданными волнами, продолжают свое воздействие. Поэтому динамика 
судна зависит не только от его текущего движения, но и от предыдущей истории движения [10].

В настоящей работе использована математическая модель, которая включает переход-
ные гидродинамические силы давления, действующие на подводную часть корпуса и завися-
щие от времени, а также динамические характеристики конструкции, возникающие вследствие 
изгиба судна [11]. В математической модели корпус судна представлен в виде упругого бруса, 
на который воздействуют внешние ударные силы. Такой подход обусловлен тем, что параме-
тры мели, с которой контактирует судно, являются менее прогнозируемыми. Основные внешние 
силы определяются гидродинамическими переходными силами давления на поверхность корпу-
са [11], [12]. Решение системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, опи-
сывающей движение судна, должно учитывать вертикальную качку, возвышение и наклонение 
при движении твердого тела.

Методы и материалы (Methods and Materials)
Принимается, что прочностные характеристики корпуса судна могут быть смоделированы 

на базе теории изгиба балок Тимошенко [13]. В дальнейшем будем считать, что геометрический центр 
структурных масс единицы длины эквивалентного бруса в сочетании с присоединенными массами 
для подъемного усилия с неопределенной периодичностью может быть аппроксимирован прямой 

1 НД № 2-020101-138. Правила классификации и постройки морских судов. Ч/ XVII : Дополнительные зна-
ки символа класса и словесные характеристики, определяющие конструктивные или эксплуатационные особенно-
сти судна. СПб.: Российский морской регистр судоходства, 2021. 364 с.
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линией. Этот центр тяжести выбирается по оси х координатной системы xOz, связанной с судном 
и берущей начало координат на миделе, как показано на рисунке. Система координат судна xOz дви-
жется в неподвижной системе координат χόζ. Боковым сносом и рысканием можно пренебречь.

Системы координат, используемые для судна, садящегося на грунт 
Coordinate systems used for a vessel running aground

Проблема вывода нелинейных уравнений движения состоит в определении гидродинами-
ческих сил, действующих на корпус судна. Для приближенного рассмотрения в данном иссле-
довании принято, что гидродинамическое воздействие оказывается на твердое тело, плавающее 
на свободной поверхности. Когда участок в позиции х корпуса судна подвергается толчку бесконеч-
но малой продолжительности, может быть применено представление о присоединенных массах [9]. 
Далее силы инерции, действующие на этот участок корпуса судна, могут быть сформулированы 
в векторной форме:

p x B
t

Bi ( ) = − ∂
∂

− ω ;      (1)

m x
I
t

I UBi ( ) = −
∂
∂

− −0

0
ω ,     (2)

где p xi ( )  — сила инерции, приложенная к центру тяжести сегмента корпуса (x, y, z) = (x, 0, 0);
B  — вектор количества движения, приложенной к сегменту корпуса;
ω ψ= ( )0 0, ,   — текущий вектор угловой скорости сегмента корпуса относительно текущей 

системы координат, связанной судном;
ψ  — угол дифферента судна.
m xi ( )  — вектор вращающего момента, приложенный к центру тяжести сегмента корпуса 

(x, y, z) = (x, 0, 0);
I0  — вектор момента импульса сегмента корпуса;
U u w= ( ) , ,0  — вектор поступательной скорости сегмента корпуса.

Если распределенную массу на единицу длины обозначить как m(x), то присоединенная мас-
са волнового воздействия для бесконечной угловой скорости ω в z-направлении представляется 
как µ

ωz za x= ( )
→∞

lim . Отсюда следует выражение

B x m u m w dxx z( ) = +( ) +( ) µ µ , , .0     (3)

При обозначении момента инерции на единицу длины конструктивной массы с присоединен-
ной массой относительно центра тяжести поперечного разреза в направлении оси y как jy(x) получим

I x j x dxy0
0 0( ) = ( ) , , .ψ     (4)
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При преобразовании уравнения (1) в скалярную форму с использованием уравнения (3) силы 
инерции поперечного сечения приводятся к виду:

p x m u m w dxx x z( ) = − +( ) − +( ){ }µ µ ψ

 ;     (5)

p x m w m u dxz z x( ) = − +( ) + +( ){ }µ µ ψ

 .     (6)

В процессе дальнейшего преобразования уравнения (2) в скалярную форму с использованием 
уравнения (4) получим выражение для момента системы инерциальных сил поперечного сечения:

m x j m uw m uw j uwyi y z x y z x( ) = − + +( ) − +( )  = − + −( ) 
     ψ µ µ ψ µ µ .  (7)

Необходимо учесть гидродинамические силы, вызванные движением предыдущего сегмента 
корпуса. Эти «силы памяти» имеют вертикальное направление и могут быть представлены в форме:

p x t h x t w x t dzm z, , ,( ) = −∫ ( ) −( )
∞

0

 τ τ;     (8)

h x t b x tdz , , cos ,( ) = ∫ ( )
∞2

0π
ω ω ω     (9)

где h(x, t) — передаточная функция сегмента;
b(x, ω) — двумерное демпфирование поперечного разреза при подъеме при частоте ω.

Если пренебречь взаимосвязью между продольной деформацией и вертикальным изгибом, 
то условие динамического равновесия в х-направлении описывается выражением

∂
∂

+ ∂
∂







∂
∂







= +( ) + +( ) + ( )
x
EA

t
u
x

m u m w x Xx z gro1 η µ µ ψ δ



c uund ,    (10)

где EA — продольное напряжение корпуса;
Xground  — горизонтальная компонента реакции грунта;
h — коэффициент трения при x = xc   h = 1 (в любом другом случае h = 0).

С использованием уравнения пучка Тимошенко условия динамического равновесия в z-нап-
равлении следующие [12]:

∂
∂

+ ∂
∂







∂
∂







− + ∂
∂







∂
∂

+





=
x
EI

t x
k GA

t
w
xy z1 1η ψ η ψ jj uw x My z x ground

 ψ µ µ δ+ −( ) − ( )c
;  (11)

∂
∂

+ ∂
∂







∂
∂

+











=
x
k GA

t
w
xz 1 η ψ

= +( ) − +( ) + − ( ) + ∫ ( ) −(
∞

m w m u gBw x Z h x t w x tz x ground zµ µ ψ ρ δ τ




c

0

, , ))dτ,  (12)

где Iy = Iy(x) — момент инерции поперечного сечения;
kzA = kzA(x) — площадь поперечного сечения;
В = B(x) — ширина ватерлинии;
G — модуль поперечной упругости корпуса;
Mground — вертикальный изгибающий момент, производимый реакцией грунта в координате x = xc;
Zground — вертикальная компонента реакции грунта.

Граничные условия задаются нулевыми значениями продольных, перерезывающих сил 
и изгибающих моментов на конечных участках корпуса судна.

Решение системы дифференциальных уравнений (10)–(12) имеет следующую форму [14]:

u x t u t g t u x

w x t w t x t

i

N

i i

i

N

, ;

,

( ) = ( ) + ∑ ( ) ( )

( ) = ( ) − ( ) + ∑

=

=

 




0
1

0 0
1

ψ ff t w x

x t t f t x

i i

i

N

i i

( ) ( )

( ) = ( ) + ∑ ( ) ( )












 =



 ψ ψ ψ, ,

;

0
1

   (13)
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где u t0 ( ) ,  w t t
0 0( ) ( ),  ψ  — функции, обозначающие продольное, вертикальное и наклонное движе-

ние твердого тела соответственно;
u xi ( ) ,  w x xi i( ) ( ), ψ  — нормированные собственные функции, связанные со свободными ви-

брациями корпуса во внешней среде.
Собственные функции 

wi i, ψ{ }  являются решением следующих дифференциальных урав-
нений [15]:

− ′( )′ + −( ) = − ′ −( )  = +( )EI k GA w j k GA w m wz y z z


 



ψ ψ ψ ψ µ'

'

Ω Ω2 2
,,   (14)

с граничными условиями:

EI EI

k GA w k

x x x x

z x x z

aft forw

aft

 




′( ) = ′( ) =

−( )( ) =

= =

=

ψ ψ

ψ

    
0;

' GGA w
x xforw




'
.−( )( ) =





 =
ψ

  

0
   (15)

Примечание. Здесь производная берется по х.

Поскольку уравнения (14) с условиями (15) являются самосопряженными, нормированные 
собственные функции 

wi i, �ψ{ }  и 
wj j,ψ{ }  удовлетворяют следующим ортонормированным от-

ношениям для i j≠ :

L
i y j i z j ij

L
i j i z

j x w m w dx

EI k GA

∫ ( ) + +( ){ } =

∫ ′( )′ +

 
 

  


ψ ψ µ δ

ψ ψ ψ

;

ww w k GA w dxj j i z j j i ij−( ) + ′ − ′( ) 
′








=











 

ψ ψ δΩ2
,

 (16)

где dij — дельта Кронекера, i = 1, 2, …
Собственные функции u xi ( )определяются задачей отыскания собственных значений диф-

ференциального уравнения [14]:

− ′( )′ = +( )EAu m ua x Ω2 µ     (17)

с граничными условиями

EAu EAux x x xaft forw
 ′( ) = ′( ) == = 0.      (18)

Эти собственные функции могут быть нормированы так, чтобы удовлетворять условию ортонор-
мированности:

L
i z j iju m u dx∫ +( ) = µ δ ,�    (19)

где dij — дельта Кронекера, i = 1, 2, …
Таким образом полученные уравнения (10)–(12) представляют собой математическую мо-

дель взаимодействия судна и грунта, в которой учтены динамическое изменение характеристик 
судна при касании о грунт и гидродинамические силы, вызванные движением предыдущего сег-
мента корпуса. Решение этой математической модели предложено через функции (13), которые 
можно определить из уравнений (14) и (17). При этом они должны удовлетворять граничным усло-
виям (15), (18) и условиям ортонормированности (16), (19).

Заключение (Conclusion)
На основании полученных результатов в случае, если предполагается выгрузка на необору-

дованный берег методом частичной посадки на грунт или принудительная посадка судна на мель, 
можно заранее рассчитать возможности такой выгрузки или посадки для конкретного судна 
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и грунта. Особенность методики расчета заключается в том, что она позволяет учесть ударную 
нагрузку, возникающую в момент контакта судна с грунтом, а также особенности конструкции 
судна и его динамические параметры движения. Согласно предложенной методике можно сфор-
мулировать рекомендации капитанам судов, учитывающие динамику процесса и позволяющие 
прогнозировать условия касания грунта, а также определять ударные нагрузки для минимизации 
негативных последствий при предусмотренной посадке судна на мель.

В ходе дальнейшего исследования данный подход может позволить определить контактные 
силы, возникающие в момент соприкосновения судна с грунтом, и их зависимость от плотноности 
и пластических свойств грунта: сцепления и угла внутреннего трения, а также от формы корпуса 
судна.
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