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The possibility of applying the traditional navigation parameters used in pilotage (bearing and distance), 
as well as their sum and difference for planning and controlling the ship curvilinear route in coastal waters is being 
investigated. Mathematical apparatus is based on the classical navigation methods such as the theory of isolines, 
the lines of position, the principles of route planning, as well as the approximation of the curvilinear route. 
The mathematical justification of the circle arcs, ellipse and hyperbola used as the approximation lines of both the ship 
curvilinear route and the control isolines is given. The methods for estimating the vessel approaching to the point 
of the beginning and end of the turn and for controlling the ship movement along the planned path by measuring 
the navigational parameters are proposed. The problems of the physical and mathematical feasibility of the route 
arising at the junction points of the straight and curvilinear parts of the ship route are recommended to be resolved 
on the principles of transition curves (clothoids), considering the maneuvering characteristics of the vessel. The main 
theses of the research are supported by the graphical interpretation while the given expressions are ready for practical 
application. The formalization of the proposed methods in both automatic navigation systems and autonomous 
ship control systems will allow the navigator on the bases of the configuration of the relative position of landmarks 
and the ship curvilinear route to solve the problems of processing relevant navigation information in coastal 
and congested waters more efficiently in conjunction with the traditional pilotage methods, which is especially 
important for advanced autonomous navigation.
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В работе исследована возможность использования основных навигационных параметров, традиционно 
применяемых в лоцманской проводке (пеленг и дистанция), а также их суммы и разности для планирования 
и контроля движения судна по криволинейным участкам пути в условиях прибрежного плавания. В каче-
стве математического аппарата задействованы классические методы навигации (теория изолиний, линий 
положения, принципы задания маршрута, включая аппроксимацию криволинейных участков пути). Дано 
математическое обоснование дуг окружности, эллипса и гиперболы в качестве ведущих для криволинейных 
участков траекторий заданного пути и одновременно контрольных изолиний. Предложены методы оценки 
выхода судна в точку начала и конца поворота, а также контроля движения судна по запланированному 
пути по измерениям навигационных параметров. Проблемы физической и математической реализуемости 
маршрута, возникающие в точках сопряжения прямолинейных и криволинейных участков, рекомендовано 
разрешать на основе использования принципов переходных кривых (клотоиды) с учетом маневренных  
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особенностей судна. Основные положения исследования подкреплены графической интерпретацией, 
а приведенные выражения доведены до уровня их непосредственного практического применения. Формали-
зация предлагаемых методов в автоматических навигационных комплексах или системах управления авто-
номными судами позволит судоводителю на борту и управляющему судном дистанционно решать задачи 
обработки соответствующей навигационной информации в прибрежных и стесненных районах плавания 
на качественно новом уровне в неразрывной связи с традиционными лоцманскими методами контроля.

Ключевые слова: криволинейная траектория, навигационный параметр, пеленг, дистанция, изостадия, 
изогона, эллипс, гипербола, переходная кривая, методы ускоренного контроля.
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Введение (Introduction)
Для обеспечения безопасности мореплавания, в соответствии с действующими нормативами 

IMO (SOLAS‑74, STCW‑78, A.893(21)), должны осуществляться заблаговременное планирование 
маршрута и текущий контроль движения судна, что подтверждено многочисленными исследования-
ми [1]–[20]. Распространенными причинами посадок на мель и касаний грунта являются неудовлет-
ворительный контроль местоположения судна, навигационные ошибки и неверная интерпретация 
измеренных параметров [21]–[24].

В прибрежном плавании и стесненных водах наиболее распространенным, простым и удоб-
ным способом контроля движения судна относительно запланированного маршрута — линии 
запланированного пути (ЛЗП), является регулярное измерение навигационных параметров (НП). 
Традиционными НП, измеряемыми для этих целей особенно при лоцманской проводке, являются 
пеленги или дистанции до навигационных неподвижных ориентиров или их комбинация (напри-
мер, технология параллельной индексации (ПИ) [4], [5], [12], [14], [17]–[20], [25]). Значения этих НП, 
их изолинии и параллельный индекс используются в качестве ведущих линий положения (ВЛП) 
по ЛЗП, а также ограждающих линий положения (ОЛП) относительно опасностей и контроля пово-
рота (контрольных линий положения (КЛП)) [4], [5], [11], [17], [19], [20], [25]. Теоретические основы, 
рекомендации по использованию и оценке полосы, занимаемой судном при движении на прямоли-
нейных участках маршрута, применение НП-пеленга и дистанции как в зарубежных [16–20], [25], 
так и отечественных [4], [5], [7], [11], [12], [14] источниках хорошо проработаны. Оценки погреш-
ностей параллельного индексирования и алгоритм выбора наилучшего НП в качестве ВЛП, ОЛП 
или КЛП, рассмотрены в работе авторов [5].

Проблемным остается вопрос контроля движения судна по криволинейной траектории. 
Судоводителю недостаточно знания точных значений координат местоположения судна (бокового 
смещения относительно ЛЗП), текущего курса судна, направления и величины вектора скорости 
относительно грунта, следует оценивать угловую скорость поворота судна во взаимосвязи со ско-
ростью движения судна относительно грунта по запланированному радиусу кривизны траектории. 
Некорректным является применение дуги окружности постоянного радиуса в качестве аппроксима-
ции криволинейного участка ЛЗП из-за невозможности физической реализации процесса поворота 
реального судна по ней [11].

Планирование маршрута и режима движения подвижных объектов (судна) является предме-
том множества исследований и остается актуальным [1]–[3], [7], [10], [11], [13], [15], [19], поскольку 
представляет основу автономной и интеллектуальной навигации. Анализ маршрута и режима дви-
жения судна показывает общность решений — декомпозицию этой фундаментальной проблемы 
на следующие взаимосвязанные подзадачи:

1. Формализация района и условий плавания, навигационной обстановки.
2. Планирование физически реализуемого маршрута заданной гладкости программных режи-

мов движения из начального положения в целевое с учетом маневренных качеств и особенностей 
объекта, без перегрузок исполнительных механизмов.
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3. Генерирование, отслеживание программных движений в систему управления по принципу 
«невозмущенного-возмущенного движения» Ляпунова – Летова для малых отклонений или кор-
рекция программных движений при значительных отклонениях.

Целью исследования является исключение недостатков применения различных кривых (окруж-
ностей, эллипсов, клотоид, полиномов, сплайн-функций, сигмоидальных и т. п.) в автоматизиро-
ванных навигационных комплексах [1], [2], [6], [7], [10], [13], [15], [16], [19], [22], [25]:

–  «а-физичность» задания криволинейных участков маршрута, т. е. невозможность выпол-
нения поворота физическим объектом, в частности судном, по некоторым видам кривых;

–  уход от традиционных способов контроля процесса поворота судна ускоренными навига-
ционными методами с «привязкой» к ориентирам измеряемыми НП;

–  слабая взаимосвязь традиционных способов задания и контроля маршрута с применяемыми 
методами в ECDIS и системах автоматического управления по траектории;

–  невозможность обеспечения точной проводки судна при автоматическом или интеллекту-
альном управлении по ЛЗП;

–  использование неединообразных выражений для задания всей ЛЗП и полосы проводки.
К проблемам планирования криволинейных траектории движения судна можно отнести во-

просы математического описания поворота, включая «привязку» элементов аппроксимирующей 
кривой к особенностям узкости (радиусу кривизны и его изменению), маневренным качествам 
судна, традиционным методам контроля движения в судовождении по НП.

Таким образом, ранее изложенное указывает на необходимость разработки новых моделей 
криволинейных участков маршрута судна средствами современных ECDIS во взаимосвязи так же, 
как с традиционными (лоцманскими / ускоренными) методами планирования и управления по ЛЗП, 
в том числе, в автоматическом режиме.

Методы и материалы (Methods and Materials)
Под построением программных движений [11] понимается формализация процесса переме-

щения одной точки судна по заданной траектории с заданным скоростным режимом. Положение 
и движение судна относительно грунта определяются прямоугольными координатами его ЦТ 
(Оg, Xg, Yg), вектором скорости и его компонентами: истинным курсом, углом дрейфа, линейной 
и угловой скоростью (рис. 1).

Рис. 1. Элементы планирования движения судна в стесненных водах:  
y — угол курса судна; Vg, j — вектор скорости перемещения ЦТ судна относительно грунта  

и его направление; u, v — продольная и поперечная составляющие скорости;  
a — угол дрейфа в ЦТ судна; r — угловая скорость;  

1 — начальное положение; 2 — оптимальная траектория; 3 — навигационные опасности;  
4 — безопасная полоса проводки; 5 — особые условия; 6 — правовые ограничения

Кинематические параметры взаимосвязаны между собой, что позволяет использовать их для ре-
шения различных задач движения судна, и представляются при малости скоростей изменения 
дрейфа следующими соотношениями [11]:
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V
R

R
V
r

g g= = = =y j
; ,  	 (1)

где R — радиус кривизны криволинейного участка пути судна, м.
В диаметральной плоскости (ДП) судна существует точка (центр вращения или полюс пово-

рота), в которой направление мгновенного вектора скорости относительно грунта совпадает с на-
правлением ДП, т. е. угол дрейфа равен нулю [11] — рис. 2, а ее абсцисса находится из выражения

X u
r

RПП = =tan sin ,a a  	  (2)

Рис. 2. Изменение характеристик  
криволинейного движения по длине судна

откуда следует, что угол дрейфа достигает наибольшего значения на срезе кормы, уменьшается 
в направлении носовой части судна, в полюсе поворота равен нулю, а далее меняет знак на противо-
положный. Линейные скорости любой точки судна относительно выбранного полюса при криво-
линейном движении определяются по формуле Ривальса [11]:

u u rYi = + ; v v rXi = ‑ .	 (3)
В общем случае любая произвольная точка судна движется по криволинейной траектории 

со своим радиусом кривизны, угол дрейфа в которой определяется из выражений (1) и (3):

tan .ai
i

i

v
u

v rX
u rY

= = ‑
+

	 (4)

Судовождение на криволинейных участ-
ках маршрута относится к одному из наиболее 
ответственных моментов плавания [12], [14], [19], 
[20], [22]. В практическом судовождении процесс 
поворота разбивается на три периода [2], [11], 
[12], [14]: увеличение угловой скорости до задан-
ной, поддержание ее запланированного значения 
и уменьшение до нуля при выходе на требуемый 
курс (рис. 3).

Расчеты выполняются исходя из опыта кон-
кретного судоводителя и корректируются в за-
висимости от реальных условий в ходе маневра.

Рис. 3. Процесс поворота судна: 
NP Node Point (узловая точка) — 
точка пересечения продолжений  
прямолинейных участков ЛЗП;  

WP — путевые точки; ТНП = WOP,  
ТКП — соответственно точки начала  

и конца поворота
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Результаты и обсуждение (Results and Discussion)
В целях совершенствования процессов планирования криволинейных участков ЛЗП судна 

и последующего контроля его движения в системах управления предлагается рассмотреть кривые 
второго порядка, включая их особенности, во взаимосвязи с традиционными НП и их комбинаци-
ями, измеряемыми навигационными средствами, в том числе автоматически.

Аппроксимация криволинейного участка траектории дугой окружности. В современных 
ECDIS, по исследованиям [1], [3], [4], [6], [10], [11], [24], криволинейные участки траектории судна 
в подавляющем большинстве случаев задаются дугой окружности. При этом контроль движения 
судна по этому участку ЛЗП целесообразно осуществлять НП — заданной дистанцией до ориен-
тира, которой соответствует ВЛП — дуга малого круга (изостадия), также применяемая в качестве 
КЛП. Ее уравнение в прямоугольной системе координат с центром в ориентире рис. 4 (точка О(А)) 
и со смещенным центром имеет следующий вид и параметры [5]:

x y R D2 2 2+ = = з ; x x y y R D‑( ) + ‑( ) = =o з

2

0

2 2 ; tD
= П180 ; gD = 1,	 (5)

где xо, yо — прямоугольные координаты смещенного центра окружности;
x, y, П — прямоугольные координаты, пеленг на ориентир;
Dз, tD, gD  — ведущий и контрольный НП — заданная дистанция, направление и модуль гра-

диента.

Рис. 4. Криволинейные участки траектории в виде дуги окружности:  
R = Dз = const — НП для ВЛП и КЛП;  

xТНП, yТНП, xТКП, yТКП — прямоугольные координаты ТНП, ТКП;  
ПА, DА(DЗ) — полярные координаты (контрольный пеленг и дистанция ТНП)

Координаты точек NP, ТНП, ТКП определяются радиусом дуги окружности R и углом пово-
рота (изменением направления пути DПУ) из рис. 4:

xIP = 0 ; y RIP = / cos
DПУ

2
; x RТНП

ПУ= ‑ sin ;
D

2
 y RТНП

ПУ= cos ;
D

2

x RТКП

ПУ= sin ;
D

2
 y RТКП

ПУ= cos .
D

2
	 (6)

Боковое отклонение текущей позиции судна (ХТЕ) относительно криволинейной ЛЗП — дуги 
окружности — оценивается в виде

XTE D D D RT T= ‑ = ‑з . 	 (7)

В практическом судовождении процесс контроля происходит следующим образом. На инди-
каторе кругового обзора (ИКО) радиолокационной станции (РЛС) выставляется подвижный круг 
дальности (ПКД) радиусом R = Dз (рис. 5). Момент прихода судна в ТНП контролируется по касанию 
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выставленным ПКД ориентира А и пеленгу ПА. Руль перекладывается на угол, обеспечивающий, 
по данным маневренных характеристик судна и условиям плавания, выход на запланированное 
значение радиуса поворота R.

Контроль процесса поворота осуществляется отслеживанием на ИКО РЛС перемещения отметки 
ориентира А по ПКД, т. е. регулярным сравнением текущей измеренной дистанции до ориентира 
с запланированной (R = Dз). Отклонения позиции судна от запланированной траектории (отметка 
ориентира А справа (DТ > Dз), слева (DТ < Dз) от ПКД) компенсируются соответствующими (влево / 
вправо) перекладками руля для коррекции курса судна. Например, на рис. 4 для точки С (DТ < Dз) 
требуется (как минимум) уменьшение величины перекладки руля.

              
Рис. 5. Контроль процесса поворота  

по ВЛП — изостадии (R = Dз = const) (ПКД): А — приметный ориентир;  
1 — прямолинейный отрезок ЛЗП (089,0°); 2 — ТНП; 3 — прямолинейный отрезок ЛЗП (014,0°);  

4 — ВЛП R = Dз = 0,50 мили контроля поворота; 5 — текущая позиция судна на ИКО;  
6 — отметка курса; 7 — отметка ориентира для контроля поворота (судно в ТНП);  

8 — ПКД = ВЛП контроля поворота; 9 — значение ПКД = ВЛП = 0,50 мили

Дуга малого круга является также изолинией горизонтального угла, измеренного непосред-
ственно или как разность пеленгов двух ориентиров — изогона рис. 6 [26]:

γ = ‑П ПA B ; γ δ= +ПA ; ctg δ γ
γ

=
‑
D

D D
A

B A

sin

cos
; g

d
D DA B

γ = 57 3, ;  R
d=

2sin γ
,	 (8)

где γ, d — горизонтальный угол, базовое расстояние (расстояние между ориентирами);
ПА, ПВ, δ — пеленги на ориентиры (А, В) и вспомогательный угол;
tγ, gγ — направление и модуль градиента горизонтального угла (разность пеленгов);
DA, DB — дистанции до ориентиров А, В.

Рис. 6. Криволинейный участок траектории в виде дуги окружности:  
γз = const — заданный горизонтальный угол — НП для ВЛП;  

ПА ПВ — пеленги на ориентиры A и B для контроля выхода судна в ТНП и ТКП
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Если через расположения ориентиров (А, В) проходит дуга окружности криволинейной ЛЗП, 
то контроль ТНП, ТКП и процесса поворота осуществляется по разности измеренных пеленгов (ПА, 
ПВ) на ориентиры (A, B), определяющие горизонтальный угол в навигационной системе [5]. Боковое 
смещение судна от криволинейной ЛЗП, с учетом формул (8), определяет требуемые перекладки 
руля (влево / вправо):

γ γB A B A A B B A A B B= ‑ = = = = =( ) ( ) ( ) ( )П П П П П П П П П Пз ТНП ТНП ТКП ТКП
; ;� �; ; ;

XTE R R d

T

= ‑ = ‑




з

з2

1 1

sin sinγ γ
 или XTE

D D
d

A B T=
‑( )γ γ з

57 3,
. 	 (9)

Расположение навигационного ориентира в центре дуги окружности, аппроксимирующей 
поворот, и тем более двух ориентиров являются частными случаями судовождения (см. рис. 4–6). 
В общем случае контроль процесса поворота должен осуществляться с помощью дополнительных 
контрольных параметров (например, скорости судна относительно грунта (по показаниям допле-
ровского лага или ГЛОНАСС/GPS) и угловой скорости поворота с запланированным радиусом  
поворота (1) [28]). В частности, запланированный поворот по дуге с радиусом Rз = 0,5 мили от ТНП 
до ТКП рис. 7 при скорости судна относительно грунта Vg @ 6 уз должен выполняться с угловой 
скоростью r @ 12°/мин из выражения (1). Если текущее значение угловой скорости поворота состав-
ляет 7°/мин при скорости 6 уз (см. рис. 7, точка 5), то из выражения (1) RТ @ 0,9 мили, что больше, чем 
Rз = 0,5 мили. Поэтому необходимо увеличить угол перекладки руля или частоту вращения движителя.

Рис. 7. ВЛП контроля процесса поворота — угловая скорость (ROT) ECDIS:  
1 — прямолинейный отрезок ЛЗП (262,0°); 2 — ТНП; 3 — дуга окружности радиусом Rз = 0,5 мили;  

4 — прямолинейный отрезок ЛЗП (041,0°); 5 — текущая позиция судна;  
6 — контролируемые параметры движения судна; 7 — тенденция движения судна  

при текущих параметрах (6) с окончанием поворота слева от ЛЗП (4)

Аппроксимация криволинейного участка траектории дугой эллипса. Анализ исследования [2] 
показывает, что криволинейный участок маршрута можно аппроксимировать дугой эллипса. Тогда 
контроль движения судна по этому участку ЛЗП в системе управления целесообразно осуществлять 
НП — суммой дистанций до ориентиров (А, В), которые являются фокусами эллипса, соответству-
ющего ВЛП. Его уравнение в прямоугольной системе координат, связанной с центром базы между 
ориентирами (А, В) рис. 8 или со смещенным центром, имеет вид и соответствующие параметры [27]:

x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = ; 

x x
a

y y
b

‑( )
+

‑( )
=0

2

2

2

2
1

0 ;	  (10)

D D aA B+ = 2 ; D x d y a exA = +( ) + = +/ 2
2 2 ; D x d y a exB = ‑( ) + = ‑/ 2

2 2 ;
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b a d D D dA B= ‑ = +( ) ‑2

2
2 2

4
0 5, ; a d b> >0 5, ; e

a b
a

d
a

d
D DA B

= ‑ = =
+

2 2

2
0 5, ;	 (11)

SD
A B= ± ° = + ± °П

П П
ср 180

2
180 ;  g

w
DS = 2

2
cos ;  w B A= ‑П П ,

где a, b, e — соответственно большая, малая полуоси и эксцентриситет эллипса;
Пср, w — средний пеленг и базовый угол;
tSD, gSD — направление и модуль градиента эллипса.

Рис. 8. Криволинейный участок траектории в виде дуги эллипса:  
(DА + DВ)З = const — НП для ВЛП; (DАi + DВi) ≠ (DА + DВ)З — смещение с траектории

По радиусам-векторам дистанций DА и DВ от ориентиров из выражений (11), уравнению (10) 
и базовому расстоянию в системе управления определяются координаты точек дуги эллипса для по-
строения криволинейного участка маршрута:

x D a
e

D D
d

A A B= ‑ = ‑2 2

2
; y D D D d

d
D D D d

dB
A B

A
A B= ‑ ‑ ‑





= ‑ ‑ +





2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2
� � .	 (12)

Уравнение эллипса в полярных координатах с началом в фокусе — ориентире A с учетом пре-
образований по выражениям (11) дает радиусы-векторы, связанные с измеряемыми дистанциями 
DА, DВ до ориентиров, базовым расстоянием d и перицентральным углом, который может исполь-
зоваться для контроля выхода в ТНП или ТКП и движения по дуге эллипса:

ρ
ε εi i
i

A B A B

A B i

D
a e
e

D D D D d
D D d

= =
‑( )

+
=

+( ) +( ) ‑( )
+ +

1

1

0 5
2 2

cos

,

cos
, 	 (13)

где ρi — радиус-вектор от фокуса ориентира А до точек дуги эллипса;
ε — перицентральный угол от направления базы — оси OX до направления из фокуса — ори-

ентира на текущую точку дуги эллипса.
Боковое смещение судна (XTE) с ЛЗП по дуге эллипса контролируется системой управления 

сравнением текущей суммы дистанций с заданной контрольной (DА + DВ)з = const или определяется 
как смещение линии положения из выражений (11) (см. рис. 8) и корректируется соответствующими 
перекладками руля (влево / вправо):

XTE
D D D D

w
A B A B=

+( ) ‑ +( )з

2
2

cos

. 	 (14)
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Аппроксимация криволинейного участка маршрута дугой гиперболы. Контроль движения судна 
по криволинейному участку ЛЗП, аппроксимированному дугой гиперболы в системе управления 
целесообразно осуществлять НП — разностью дистанций до ориентиров (А, В), которые являются 
фокусами гиперболы, соответствующей ВЛП. Ее уравнение в прямоугольной системе координат, 
связанной с центром базы между ориентирами (А, В) рис. 9 или со смещенным центром, имеет вид 
и соответствующие параметры [26], [27]:

x
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b

2

2

2

2
1‑ = ; 

x x
a

y y
b
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‑
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2

2
1; 	 (15)

DD a D DB A= = ‑ =2 const ; b
d a

d D DB A= ‑ =
‑ ‑( )2

2

2 2

4 2
; e

a b
a

d
a

d
D DB A

= + = =
‑

2 2

2
0 5, ;

DD
A B= ± ° = + ± °П

П П
ср 90

2
90 ;  g

w
DD = 2

2
sin ;  w B A= ‑П П ,	 (16)

где tDD, gDD — соответственно направление и модуль градиента гиперболы.

Рис. 9. Криволинейный участок траектории в виде дуги гиперболы:  
DB – DA = const — НП для ВЛП; (DАi – DВi) ≠ (DА – DВ)З — смещение с траектории

По радиусам-векторам дистанций DА и DВ от ориентиров, уравнению (15) и базовому рас-
стоянию в системе управления определяются координаты точек дуги гиперболы для построения 
криволинейного участка маршрута:
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2

2
D

.	 (17)

Касательная (прямолинейных участков маршрута) к дуге гиперболы в ТНП, ТКП соответ-
ствует в судовождении линии положения, уравнение и коэффициент наклона касательной к базе 
между ориентирами (оси OX) определяются выражениями:
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где k — коэффициент наклона касательной к оси OX;
xт, yт — координаты точки касательной к гиперболе (ТНП или ТКП).

Уравнение гиперболы в полярных координатах с началом в фокусе — ориентире A, подобно 
эллипсу, после преобразований дает радиусы-векторы, связанные с измеряемыми дистанциями 
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до навигационных ориентиров DА, DВ, базовым расстоянием d и перицентральным углом, который 
может использоваться для контроля выхода в ТНП или ТКП и движения по гиперболе:

ρ
ε εi i

A

B A i

D
a e
e

d D D
D D d

= =
‑( )

+
=

‑ ‑( )
‑ +( )

2 2 2
1

1 2cos cos
.

B 	 (19)

Боковое смещение судна (XTE) с ЛЗП на криволинейном участке — дуге гиперболы, контроли-
руется системой управления сравнением текущей и заданной (DВ – DА)З = const разности дистанций 
или определяется как смещение линии положения из выражений (16) (см. рис. 9) и корректируется 
соответствующими перекладками руля (влево / вправо):

XTE
D D D D

w
B A B A=

‑( ) ‑ ‑( )з

2
2

sin

. 	 (20)

Контроль выхода судна в ТНП, ТКП при движении на криволинейном участке, представ-
ленном эллипсом или гиперболой, лучше осуществлять по пеленгам ориентиров (ПТНП, ПТКП) [5].

Аппроксимация криволинейной траектории клотоидой. В точках сопряжения прямолинейных 
и криволинейных участков траектории, заданными дугами эллипса, гиперболы или окружности 
возникает ситуация разрывов первого и второго рода (см. рис. 4–7), т. е. одновременно на криволи-
нейных и прямолинейных участках пути значения угловых скоростей (1) и ускорений не совпадают. 
Следовательно, в точках сопряжения заданная траектория физически и математически нереализу-
ема подвижным объектом, в частности судном. Для устранения этого недостатка при построении 
непрерывной траекторий подвижных объектов применяют кривые с изменяющейся кривизной 
по линейному закону (например, клотоиды рис. 10 [11]):

R K
S

Rl
S

K Rlk
k

k= = =
2

; , 	 (21)

где Rk, R — радиусы кривизны клотоиды и круговой кривой;
K — постоянная, определяющая изменение радиуса кривизны (параметр клотоиды);
S — расстояние от начала клотоиды, соответствующей ТНП, до текущей позиции;
lk — длина переходной кривой (клотоиды).

Рис. 10. Схема круговой и переходной кривых

Длина клотоиды может быть выбрана из маневренных элементов судна как функция от угла 
перекладки руля и расстояния, проходимого до достижения требуемого радиуса кривизны траекто-
рии и определяется также соотношением скорости судна относительно грунта и угловой скорости 
поворота. Длину переходной кривой целесообразно принять равной начальной поворотливости 
судна, т. е. до двух с половиной от его длины: lk ≤ 2,5 L (Рез. MSC.137(76)).

При нулевой длине переходной кривой радиус кривизны клотоиды соответствует бесконечно-
сти (в точке сопряжения прямолинейного участка и клотоиды). Радиус кривизны клотоиды (в точке 
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сопряжения клотоиды и дуги окружности) подбирается изменением длин переходной кривой и ра-
диуса круговой кривой. Параметр клотоиды можно выразить через расчетную скорость движения 
и принятую величину нарастания центробежного ускорения:

K V
C

=
3

47
,	 (22)

где V — расчетная скорость движения, км/ч;
С — величина нарастания центробежного ускорения, м/с3;
47 — коэффициент перехода из км/ч в м/с.

Геометрия клотоиды подходит для задания криволинейной траектории при движении судна 
с постоянной скоростью (K = const). Тогда из выражений (16), (22) минимально-допустимую длину 
клотоиды можно рассчитать из следующего выражения:

l V
CRk =
3

47
. 	 (23)

Для контроля движения по криволинейной клотоидой траектории из выражения (16) при за-
ранее заданном значении параметра клотоиды (K = const) получается тождество запланированного 
поворота, нарушение которого требует действий по перекладке руля (влево / вправо), а с учетом 
выражения (1) — следующий текущий радиус кривизны:

K Rl SRk k
2 = = = const; R V

rk = . 	 (24)

Поворот и параллельный перенос начала координат. Расположения систем навигационных 
ориентиров, совпадающих с центром принятой системы координат (см. рис. 4, 6, 8, 9), являются 
частными случаями в судовождении. При представлении этими кривыми (5), (10), (15) траекторий 
движения судна на любых участках маршрута необходимы аффинные преобразования переноса 
и поворота системы координат, связанной с ориентирами, в положения, определяющие планируе-
мые ЛЗП (см. рис. 4, 6, 8, 9). При этом перенос определяется приращениями локальных прямоуголь-
ных или географических координат, а угол поворота оси, связанной с ориентирами, — разностью 
ее направлений относительно меридиана рис. 11 [27]:



S X Y X Y x x y y w= + = ′ + ′ = ‑( ) + ‑( ) = +D D D D D D2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
j ; b = ‑′П ПX X , 	  (25)

где DX, ΔY, DX′, ΔY′ — относительные переносы систем координат;


S , b — перенос и угол поворота системы координат, связанной с ориентирами;
Dj , Dw  — разность широт и отшествие географических координат переноса начала системы 

координат в требуемое положение; ПХ’, ПХ — направления осей до и после поворота.

Рис. 11. Перенос и поворот системы координат  
относительно центра базы навигационных ориентиров
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Координаты криволинейных траекторий (12), (17) после поворота и переноса системы координат 
относительно исходной системы, связанной с ориентирами (О′X′Y′), определяются выражениями:

x x y X= ‑ ‑′cos 'sin D ; y x y Y= ′ + ′ +sin cos D .		  (26)

Взаимосвязь пеленгов и дистанций с судна на навигационные ориентиры (A′, B′) в процессе 
его движения по криволинейной ЛЗП с координатами ориентиров определяется из соответствую-
щих локсодромических треугольников, образованных положением судна и ориентиров (см. рис. 11):

D wAu A A= +D Dj 2 2 ; tg ПA
A

A

w= D
Dj

; D wBu B B= +D Dj 2 2; tg ПB
B

B

w= D
Dj

.	 (27)

Выводы (Summary)
На основе выполненного исследования можно сделать следующие выводы:
1. Применение кривых второго порядка во взаимосвязи с конфигурацией расположения 

ориентиров и криволинейного участка ЛЗП в современных навигационных комплексах позволит 
расширить спектр применимости лоцманских и автоматических методов планирования и контроля 
движения судна по НП, что очень важно для перспективного автономного судовождения.

2. В дальнейшем подлежит изучению проблема наилучшего выбора взаимного расположения 
навигационных ориентиров для аппроксимируемого участка маршрута с оценкой оптимального 
выбора традиционно измеряемых НП (пеленг и дистанция), например, с точки зрения наилучшей 
точности проводки судна или простоты контроля движения судна по НП.

3. Актуальным является рассмотрение иных вариантов кривых, позволяющих аналитически 
задавать физически реализуемые программные траектории, в том числе во взаимосвязи с предпола-
гаемыми силовыми воздействиями в целях повышения безопасности традиционного и автономного 
судовождения в стесненных и портовых водах.
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